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«The essence of mathematics lies in its freedom — CANTOR % 


3.1 भूमिका (Introduction) 


गणित की विविध शाखाओं में आव्यूह के ज्ञान की आवश्यकता पड़ती हे। आव्यूह, गणित के 
सर्वाधिक शक्तिशाली साधनों में से एक है। अन्य सीधी-सादी विधियों की तुलना में यह गणितीय 
साधन हमारे कार्य को काफी हद तक सरल कर देता है। Аа समीकरणों के निकाय को हल करने 
के लिए संक्षिप्त तथा सरल विधियाँ प्राप्त करने के प्रयास के परिणामस्वरूप आव्यूह की संकल्पना 
का विकास हुआ। आव्यूहों को केवल रैखिक समीकरणों के निकाय के गुणांकों को प्रकट करने के 
लिए ही नहीं प्रयोग किया जाता है, अपितु आव्यूहों की उपयोगिता इस प्रयोग से कहीं अधिक है। आव्यूह 
संकेतन तथा संक्रियाओं का प्रयोग व्यक्तिगत कंप्यूटर के लिए इलेक्ट्रानिक स्प्रेडशीट प्रोग्रामों 
(Electronic Spreadsheet Programmes) में किया जाता है, जिसका प्रयोग, क्रमश: वाणिज्य तथा 
विज्ञान के विभिन्न क्षेत्रो में होता है, जेसे, बजट (Budgeting), विक्रय बहिर्वेशन (Sales 
Projection), लागत आकलन (Cost Estimation), किसी प्रयोग के परिणामों का विश्लेषण इत्यादि। 
इसके अतिरिक्त अनेक भौतिक संक्रियाएँ जैसे आवर्धन (Magnification), घूर्णन (Rotation) तथा 
किसी समतल द्वारा परावर्तन (Reflection) को आव्यूहों द्वारा गणितीय ढंग से निरूपित किया जा सकता 
है। आव्यूहों का प्रयोग गूढलेखिकी (Cryptography) में भी होता है। इस गणितीय 
साधन का प्रयोग न केवल विज्ञान की ही कुछ शाखाओं तक सीमित है, अपितु इसका प्रयोग 
अनुवंशिकी, अर्थशास्त्र, आधुनिक मनोविज्ञान तथा औद्योगिक प्रबंधन में भी किया जाता है। 

इस अध्याय में आव्यूह तथा आव्यूह बीजगणित (Matrix algebra) के आधारभूत सिद्धांतों से 
अवगत होना, हमें रुचिकर लगेगा। 
3.2 आव्यूह (Matrix) 
मान लीजिए कि हम यह सूचना व्यक्त करना चाहते हैं कि राधा के पास 15 पुस्तिकाएँ हैं। इसे हम 
[15] रूप में, इस समझ के साथ व्यक्त कर सकते हैं, कि [] के अंदर लिखित संख्या राधा के पास 
पुस्तिकाओं की संख्या है। अब यदि हमें यह व्यक्त करना है कि राधा के पास 15 पुस्तिकाएँ तथा 6 
कलमें हैं, तो इसे हम [15 6] प्रकार से, इस समझ के साथ व्यक्त कर सकते हें कि [] के अंदर 
को प्रथम प्रविष्टि राधा के पास को पुस्तिकाओं को संख्या, जबकि द्वितीय प्रविष्टि राधा के पास कलमों 
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की संख्या दर्शाती है। अब मान लीजिए कि हम राधा तथा उसके दो मित्रों फौजिया तथा सिमरन के 
पास की पुस्तिकाओं तथा कलमों की निम्नलिखित सूचना को व्यक्त करना चाहते हैं: 


राधा के पास 15 पुस्तिकाएँ तथा 6 कलम हें, 
फोजिया के पास 10 पुस्तिकाएँ तथा 2 कलम हें, 
सिमरन के पास 13 पुस्तिकाएँ तथा 5 कलम हैं, 
अब इसे हम सारणिक रूप में निम्नलिखित प्रकार से व्यवस्थित कर सकते हैं: 
पुस्तिका कलम 
राधा 15 6 
फौजिया 10 2 
सिमरन 13 5 


इसे निम्नलिखित ढंग से व्यक्त कर सकते हैं: 


15 6 | *-- पहली पंक्ति 
10 2 |= दूसरी पंक्ति 
13 5 |4- तीसरी पंक्ति 
पहला स्तंभ दूसरा स्तंभ 
अथवा 
राधा फौजिया सिमरन 
पुस्तिका 15 10 13 
कलम 6 2 5 
जिसे निम्नलिखित ढंग से व्यक्त कर सकते हैं: 
15 10 13 | +- पहली पंक्ति 
6 2 5|+— दूसरी पंक्ति 


पहला स्तंभ दूसरा स्तंभ तीसरा स्तंभ 


पहली प्रकार की व्यवस्था में प्रथम स्तंभ की प्रविष्टियाँ क्रमश: राधा, फौजिया तथा सिमरन के 
पास पुस्तिकाओं की संख्या प्रकट करती हें और द्वितीय स्तंभ की प्रविष्टियाँ क्रमश: राधा, फौजिया तथा 
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सिमरन के पास कलमों की संख्या प्रकट करती Ө! इसी प्रकार, दूसरी प्रकार की व्यवस्था में प्रथम 
पंक्ति की प्रविष्टियाँ क्रमशः राधा, फौजिया तथा सिमरन के पास पुस्तिकाओं की संख्या प्रकट करती 
हैं। द्वितीय पंक्ति की प्रविष्टियाँ क्रमशः राधा, फौजिया तथा सिमरन के पास कलमों की संख्या प्रकट 
करती हैं। उपर्युक्त प्रकार की व्यवस्था या प्रदर्शन को आव्यूह कहते हैं। औपचारिक रूप से हम आव्यूह 
को निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित करते हैं: 


परिभाषा 1 आव्यूह संख्याओं या फलनों का एक आयताकार क्रम-विन्यास है। इन संख्याओं या फलनों 
को आव्यूह के अवयव अथवा प्रविष्टियाँ कहते हैं। 

आव्यूह को हम अंग्रेजी वर्णमाला के बडे (Capita) अक्षरों द्वारा व्यक्त करते हैं। आव्यूहों के कुछ 
उदाहरण निम्नलिखित हें: 


1 
2+ 3 —— 
С Е ह 1-- ч 3 
А=| 0 45|. 83-35 -1 2 कै २ 7 
3 5 cosx sinx+2 tanx 
^^ з 56 5 


उपर्युक्त उदाहरणों में क्षेतिज रेखाएँ आव्यूह की पंक्तियाँ (Rows) ओर ऊर्ध्व रेखाएँ आव्यूह के 
स्तंभ (Columns) कहलाते हैं। इस प्रकार AÑ 3 पंक्तियाँ तथा 2 स्तंभ हैं और B में 3 पंक्तियाँ तथा 
3 स्तंभ जबकि С में 2 पंक्तियाँ तथा 3 स्तंभ हैं। 
3.2.1 आव्यूह की कोटि (Order of a matrix) 
т पंक्तियों तथा n स्तंभो वाले किसी आव्यूह को # %7 कोटि (order) का आव्यूह अथवा केवल 
т хп आव्यूह कहते हैं । अतएव आव्यूहों के उपर्युक्त उदाहरणों के संदर्भ में 4, एक 3 < 2 आव्यूह, 
B एक 3 х3 आव्यूह तथा С, एक 2 х3 आव्यूह हैं। हम देखते हैं А में 3%2= 6 अवयव हे 
और B तथा € में क्रमशः 9 तथा 6 अवयव हें। 
सामान्यतः, किसी тох आव्यूह का निम्नलिखित आयाताकार क्रम-विन्यास होता हे: 


Aii Ai 0७13३ *** jee ; 
८४८] n az» a e. @һ 
å; dp йз dj “° dn 
йл क? йыз й. T व, 


тхп 


अथवा А = [а] 


ут хп? 


1<і< т, 1< 7 < # जहाँ i је М 
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इस प्रकार वीं पंक्ति के अवयव аа, 4७५--७ ०, हैं, जबकि Ј स्तंभ के अवयव a, ८, 


सामान्यतः a, वीं पंक्ति और уд स्तंभ में आने वाला अवयव होता है। हम इसे ^ का (i, ॥)वाँ 
अवयव भी कह सकते Ө! किसी m xn आव्यूह में अवयवों की संख्या # होती है। 


«= टिप्पणी| इस अध्याय में, 
1. हम किसी тхл कोटि के आव्यूह को प्रकट करने के लिए, संकेत А = [а], का प्रयोग 
करेंगे 


. हम केवल ऐसे आव्यूहों पर विचार करेंगे, जिनके अवयव वास्तविक संख्याएँ हैं अथवा 
वास्तविक मानों को ग्रहण करने वाले फलन हैं। 





हम एक समतल के किसी बिंदु (x, у) को एक आव्यूह (स्तंभ अथवा पंक्ति) द्वारा प्रकट कर 
सकते हैं, जैसे | | (अथवा [x, ya, उदाहरणार्थ, बिंदु P(O, 1), आव्यूह निरूपण में P | | या 
[0 1] द्वारा प्रकट किया जा सकता हे। 


ध्यान दीजिए कि इस प्रकार हम किसी बंद रेखिक आकृति के शीर्षों को एक आव्यूह के रूप 
में लिख सकते हैं। उदाहरण के लिए एक चतुर्भज ABCD पर विचार कीजिए, जिसके शीर्ष क्रमश: 
А (1, 0), В (3, 2), С (1, 3), तथा D (-1, 2) हैं। 
अब, चतुर्भुज ABCD आव्यूह रूप में निम्नलिखित प्रकार से निरूपित किया जा सकता हैः 


АВ CD А|1 0 
1 3 1-1 Вз 2 
Х = या Ү = 
02 3 2l, ('|1 3 
D | 1 2 


4x2 


अतः आव्यूहों का प्रयोग किसी समतल में स्थित ज्यामितीय आकृतियों के शीर्षा को निरूपित करने 
के लिए किया जा सकता है। 
आइए अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करें। 


उदाहरण 1 तीन फैक्ट्रियों 1, | तथा Ш पुरुष तथा महिला कर्मियों से संबंधित निम्नलिखित सूचना 
पर विचार कीजिए: 
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पुरुष कर्मी महिला कर्मी 
I 30 25 
П 28 31 
Ш 27 26 


उपर्युक्त सूचना को एक 3 х2 आव्यूह में निरूपित कीजिए। तीसरी पंक्ति और दूसरे स्तंभ वाली 
प्रविष्टि क्या प्रकट करती है? 


हल प्रदत्त सूचना को 3 > 2 आव्यूह के रूप में निम्नलिखित प्रकार से निरूपित किया जा सकता हे: 


30 25 
A=|25 31 
2] 26 


तीसरी पंक्ति और दूसरे स्तंभ की प्रविष्टि फैक्ट्री] कारखाने में महिला कार्यकर्ताओं की संख्या 
प्रकट करती है। 


उदाहरण 2 यदि किसी आव्यूह में 8 अवयव हैं, तो इसकी संभव कोटियाँ क्या हो सकती हैं? 


हल हमें ज्ञात है कि, यदि किसी आव्यूह की कोटि # %7 है तो इसमें тп अवयव होते हैं। अतएव 
8 अवयवों वाले किसी आव्यूह के सभी संभव कोटियाँ ज्ञात करने के लिए हम प्राकृत संख्याओं के 
उन सभी क्रमित युग्मों को ज्ञात करेंगे जिनका गुणनफल 8 है। 

अतः सभी संभव क्रमित युग्म (1, 8), (8, 1), (4, 2), (2, 4) हैं। 

अतएव संभव कोटियाँ 1х 8, 8 ५1, 4 ५ 2, 2 %4 हैं। 


उदाहरण 3 एक ऐसे 3 х2 आव्यूह को रचना कोजिए, जिसके अवयव а, = _ | -37। द्वारा 
प्रदत्त हैं। 


а, 2 
हल एक 3 х2 आव्यूह, सामान्यतः इस प्रकार होता है; ^ = |а, 422 
аз 432 
1. 3; 
अब, а= „11—31, = 1, 2, 3 तथा / = 1, 2 


इसलिए 


1 1 5 
а =-;11—3.11=1 а2=511-321=5 
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1 1 1 
a, =—12—3.11=— a, =—12—3.21=2 
21 2 2 22 2 
1 1 3 
ax =—13-3.11= 0 а =—13-3.21=— 
31 2 32 2 2 
12? 
го 
अतः अभीष्ट आव्यूह А = = 2 है। 
0 2 
2 


КЖ, आव्यूहों के प्रकार (Types of Matrices) 
इस अनुच्छेद में हम विभिन्न प्रकार के आव्यूहों की परिचर्चा करेंगे। 
(0) स्तंभ आव्यूह (Column matrix) 


एक आव्यूह, स्तंभ आव्यूह कहलाता हे, यदि उसमें केवल एक स्तंभ होता हे। उदाहरण के 


0 
V3 

लिए д=| —1 |, 41 कोटि का एक स्तंभ आव्यूह है। व्यापक रूप से, A= [а], एक 
1॥4 


тх 1 कोटि का स्तंभ आव्यूह है। 
(1) पंक्ति आव्यूह (Row matrix) 


एक आव्यूह, पंक्ति आव्यूह कहलाता है, यदि उसमें केवल एक पंक्ति होती है। 
उदाहरण के लिए B= - А ыз. Ж | ‚1х4 कोटि का एक पंक्ति आव्यूह है। व्यापक 


1х4 


रूप से, 8 [b] , ,, एक 17 कोटि का पंक्ति आव्यूह है। 


(ш) वर्ग आव्यूह (Square matrix) 


एक आव्यूह जिसमें पंक्तियों की संख्या स्तंभों की संख्या के समान होती है, एक वर्ग आव्यूह 
कहलाता है। अतः एक тух п आव्यूह, वर्ग आव्यूह कहलाता है, यदि т=п और उसे कोटि 
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342 1 एक 3 कोटि का वर्ग 
3 —] 


n का वर्ग आव्यूह कहते हैं। उदाहरण के लिए A = 


[> NIU шо 


आव्यूह है। व्यापक रूप ЧА = [а]. एक कोटि का वर्ग आव्यूह हे। 


ij- mxm 


æ टिप्पणी | यदि А = [а] एक п कोटि का वर्ग आव्यूह है, तो अवयवों (प्रविष्टियाँ) 
аа, а, को आव्यूह А के विकर्ण के अवयव कहते हैं। 


| 











ШЕЕ 
अतः यदि А=|2 4 -1| है तो А के विकर्ण के अवयव 1, 4, 6 हैं। 
3 5 6 












(1५) विकर्ण आव्यूह (Diagonal matrix) 


विकर्ण आव्यूह कहलाता हे, यदि विकर्ण के अतिरिक्‍त इसके 
विकर्ण आव्यूह कहलाता 


एक वर्ग आव्यूह В = [b ] 


її mxm 


अन्य सभी अवयव शून्य होते हैं अर्थात्‌, एक आव्यूह В = [b] ,.., 
है, यदि b = 0, जब 121 हो। 


-1.1 0 0 
-1 0 
उदाहरणार्थ А = [4], ७-९ | С=| 0 2 0|, क्रमशः कोटि 1,2 तथा 3 के 
0 0 3 


विकर्ण आव्यूह हैं। 

(५ अदिश आव्यूह (Scalar matrix) 
एक विकर्ण आव्यूह, अदिश आव्यूह कहलाता है, यदि इसके विकर्ण के अवयव समान होते 
हैं, अर्थात्‌, एक वर्ग आव्यूह В = [४,] , ,, अदिश आव्यूह कहलाता है, यदि 

b =0, जब =] 
b = & जब 7 =], जहाँ ८ कोई अचर है। 
उदाहरणार्थ, | 
४3 0 0 
А = [3], 8-| र्ण С=|0 Зз 0 
0 0 


3 


क्रमश: 
О —1 


कोटि 1, 2 तथा 3 के अदिश आव्यूह हें। 
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(м) तत्समक आव्यूह (Identity matrix) 


(शा) 


एक वर्ग आव्यूह, जिसके विकर्ण के सभी अवयव 1 होते हैं तथा शेष अन्य सभी अवयव शून्य 
होते हैं, तत्सपक आव्यूह कहलाता है। दूसरे शब्दों में, वर्ग आव्यूह А = [а] एक तत्समक 


ij- пхп 


| यदि i=j 
आव्यूह है, यदि ८ = | यदि 


हम, 7 कोटि के तत्समक आव्यूह को 1 द्वारा निरूपित करते हैं। जब संदर्भ से कोटि स्पष्ट होती 
है, तब इसे हम केवल 1 से प्रकट करते हैं। 


i= 


1 00 
1 0 
उदाहरण के लिए [1], f | 10 1 | क्रमशः कोटि 1,2 तथा 3 के तत्समक आव्यूह हैं। 
0 01 


ध्यान दीजिए कि यदि £= 1 हो तो, एक अदिश आव्यूह, तत्समक आव्यूह होता है, परंतु प्रत्येक 
तत्समक आव्यूह स्पष्टतया एक अदिश आव्यूह होता RI 


शून्य आव्यूह (Zero matrix) 


एक आव्यूह, शून्य आव्यूह अथवा रिक्त आव्यूह कहलाता है, यदि इसके सभी अवयव शून्य 
होते हैं। 


0 0 0 (0 ९0 
0 द्वारा निरूपित करते हैं। इनकी कोटियाँ, संदर्भ द्वारा स्पष्ट होती हैं। 


उदाहरणार्थ, [0], | “| | | | 0 १ | , [0, 0] सभी शून्य आव्यूह हें। हम शून्य आव्यूह को 


3.3.1 आव्यूहों की समानता (Equality of matrices) 


परिभाषा 2 दो आव्यूह А = [a तथा В = [р] समान कहलाते हें, यदि 


(1) 


वे समान कोटियों के होते हों, तथा 


01) 4 का प्रत्येक अवयव, В के संगत अवयव के समान हो, अर्थात्‌ 7 तथा 7 के सभी मानों के 


लिए а M b у हों 
3 


2 m 2 3 हे किंत 3 2 m 2 3 
उदाहरण के लिए, f i q f { समान आव्यूह हें किंतु Г 1 त f है समान 


आव्यूह नहीं हैं। प्रतीकात्मक रूप में, यदि दो आव्यूह & तथा 8 समान हैं, तो हम इसे 
А =B लिखते हैं। 
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-1.5 0 


х у 
यंदि | 2 аја आह तो vas aru १ сео 
р 3 2 
х+3 z+4 2y-7 0 6 3у-2 
उदाहरण 4 यदि | -6 4-1 0 |=|—6 -3 2с+2 


७-3 -21 0 2b+4 -21 0 
हो तो а, 9, ८, », y तथा ट के मान ज्ञात कीजिए। 


हल चूँकि प्रदत्त आव्यूह समान हैं, इसलिए इनके संगत अवयव भी समान होंगे। संगत अवयबों की 
तुलना करने पर हमें निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होता हे: 
x+3=0, ट+4=6, 29- / = 3/- 2 
ध- 1 ८-3, 0=2c +2 b -3 ८ 20 +4, 
इन्हें सरल करने पर हमें प्राप्त होता है कि 
a=-2,b=-7,c=-1,x=-3,y=-5,z=2 


2a+b a-2b | _ | 4 -3 


5с-4 4c+3d| |11 E तो а, ७, ८, तथा 4 के मान ज्ञात कोजिए। 


उदाहरण 5 यदि | 


हल दो आव्यूहों को समानता की परिभाषा द्वारा, संगत अवयवों को समान रखने पर हमें प्राप्त होता 
है कि 

24+ 9 ८ 4 5с- а= П 

rpm]; AD € 4c+3d=24 
इन समीकरणों को सरल करने पर ० = 1, = 2, ८ = 3 तथा 4 = 4 प्राप्त होता ÈI 


| प्रश्नावली 3.1 | 


2 5 19 7 
1. आव्यूह A=|35 -2 द 12 |, के लिए ज्ञात कीजिए: 
४3 1 -5 17 
(0) आव्यूह को कोटि (1) अवयवों की संख्या 
(ш) अवयव बाळे SR, e 008 
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यदि किसी आव्यूह में 24 अवयव हें तो इसकी संभव कोटियाँ क्या हैं? यदि इसमें 13 अवयव 

हों तो कोटियाँ क्या होंगी? 

यदि किसी आव्यूह में 18 अवयव हें तो इसकी संभव कोटियाँ क्या हैं? यदि इसमें 5 अवयव 

हों तो क्या होगा? 

एक 2 х2 आव्यूह А = [а] की रचना कीजिए जिसके अवयव निम्नलिखित प्रकार से प्रदत्त हें 
(1+ 7) І (1+2) 


„Ж. мш 0) a; = (Ш) dS 


. एक 3х4 आव्यूह की रचना कीजिए जिसके अवयव निम्नलिखित प्रकार से प्राप्त होते हैं: 


Te ma 
(i) 9; ы (ii) а„=2—] 


‚ निम्नलिखित समीकरणों से х, у तथा ट के मान ज्ञात कीजिए: 


At Yg < 


‚ [4 | |» |  |х+@ 2| |6 2|.. 
(1) है ह 1 5 a Fz ы 7 5 8 ш) Ме 


y+Z 





f 


a—b 2а+с -1 5 
, समीकरण = 13 से ८, 9, ८ तथा 4 के मान ज्ञात कीजिए। 


24-89 3c+d () 
А =[а„„„Ч® वर्ग आव्यूह है यदि 
(А) т<п (В) т>п (С) т=п (D) इनमें से कोई नहीं 


. »तथा » के प्रदत्त किन मानों के लिए आव्यूहों के निम्नलिखित युग्म समान हैं? 


3х+7 5 О yZ 
у+1 2-3х|' |8 4 


(А) х= ~ ‚ у=7 (8) ज्ञात करना संभव नहीं हे 
-2 -1 -2 
(С) уф. ४5 аис 
3 ५3 कोटि के ऐसे आव्यूहों की कुल कितनी संख्या होगी जिनकी प्रत्येक प्रविष्टि 0 या 1 है? 
(А) 27 (3) 18 (С) 81 (Р) 512 


3.4 आव्यूहों पर संक्रियाएं (Operations on Matrices) 
इस अनुच्छेद में हम आव्यूहों पर कुछ संक्रियाओं को प्रस्तुत करेंगे जैसे आव्यूहों का योग, किसी आव्यूह 
का एक अदिश से गुणा, आव्यूहों का व्यवकलन तथा गुणा: 
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3.4.1 आव्यूहों का योग (Addition of matrices) 

मान लीजिए कि फातिमा को स्थान А तथा स्थान В पर दो फैक्ट्रियाँ हैं। प्रत्येक फैक्ट्री में लड़कों 
तथा लड़कियों के लिए, खेल के जूते, तीन भिन्न-भिन्न मूल्य वर्गों, क्रमश: 1, 2 तथा 3 के बनते 
हैं। प्रत्येक फैक्ट्री में बनने वाले जूतों की संख्या नीचे दिए आव्यूहों द्वारा निरूपित ©: 


А पर फैक्ट्री В पर + 
लड़के लड़कियाँ लड़के लड़कियाँ 
1 80 60 1 90 50 
2 75 65 2 70 55 
3 90 85 3 75 là 


मान लीजिए कि फातिमा प्रत्येक मूल्य वर्ग में बनने वाले खेल के जूतों कौ कुल संख्या जानना 
चाहती हैं। अब कुल उत्पादन इस प्रकार है: 
मूल्य वर्ग 1 : लड़कों के लिए (80 + 90), लड़कियों के लिए (60 + 50) 
मूल्य वर्ग 2: लड़कों के लिए (75 + 70), लड़कियों के लिए (65 + 55) 
मूल्य 913: लड़कों के लिए (90 + 75), लड़कियों के लिए (85 + 75) 


80+ 90 60+ 50 
आव्यूह के रूप में इसे इस प्रकार प्रकट कर सकते हैं । 75--70 65+55 
90+75 85+75 


यह नया आव्यूह, उपर्युक्त दो आव्यूहों का योगफल हे। हम देखते हैं कि दो आव्यूहों का योगफल, 
प्रदत्त आव्यूहों के संगत अवयवों को जोड़ने से प्राप्त होने वाला आव्यूह होता है। इसके अतिरिक्त, योग 
के लिए दोनों आव्यूहों को समान कोटि का होना चाहिए। 


ау ८2 ८४३ bı bs ४३ 


इस प्रकार, यदि А = | | एक 2 х З आव्यूह हे तथा B = | | एक 


йу Я» ८23 71 ba Dba 


а tbi ap +0 ag + 23 


अन्य 2 х3 आव्यूह है, तो हम A +В = | | द्वारा परिभाषित करते हैं। 


а + 452 + аз +b; 
व्यापक रूप से, मान लीजिए कि А = [८,] तथा B = [b] दो समान कोटि, mxn वाले आव्यूह 
हैं तो ^ तथा В दोनों आव्यूहों का योगफल, आव्यूह С = [८,], ,, द्वारा परिभाषित होता है, जहाँ 


c =a +b ! तथा / के सभी संभव मानों को व्यक्त करता है। 
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Ыз 1-1 2 ४5 1 

उदाहरण 6 А = तथा В = | | है तो 4+ В ज्ञात कीजिए। 
2 3 0 आ. आ. = 
2 


हल क्योंकि А तथा В समान कोटि 2 х з वाले आव्यूह हैं, इसलिए А तथा В का योग परिभाषित 
हे, और 


91% 1+4/5 1-11 [240/3 1+N5 0 


2—2 : 0+5 |0 6 - द्वारा प्राप्त होता है। 


А+В= 


बढ़" टिप्पणी 


1. हम इस बात पर बल देते हैं कि यदि дат В समान कोटि वाले आव्यूह नहीं हें तो 


नहीं 2 3 3 
А + 3 परिभाषित नहीं है। उदाहरणार्थ |, | ७, : H तो ७ + В परिभाषित 


नहीं है। 
2. हम देखते हैं कि आव्यूहों का योग, समान कोटि वाले आव्यूहों के समुच्चय में द्विआधारी 
संक्रिया का एक उदाहरण हे। 
3.4.2 एक आव्यूह का एक अदिश से गुणन (Multiplication of а matrix by a scalar) 
अब मान लीजिए कि फातिमा ने ^ पर स्थित फेक्ट्री में सभी मूल्य वर्ग के उत्पादन को दो गुना कर 
दिया है (संदर्भ 3.4.1) 


А पर स्थित फैक्ट्री में उत्पादन की संख्या नीचे दिए आव्यूह में दिखलाई गई हे। 


लड़के लड़कियाँ 


1 80 60 
2| 75 65 
3 90 85 


А पर स्थित फैक्ट्री में उत्पादित नयी (बदली हुई) संख्या निम्नलिखित प्रकार हे: 
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लड़के लड़कियाँ 
1|2х60 2х60 
2|2х75 2x65 
3|2х90 2х85 


160 120 
इसे आव्यूह रूप में, (150. 130 | प्रकार से निरूपित कर सकते हैं। हम देखते हैं कि यह 
180 170 


नया आव्यूह पहले आव्यूह के प्रत्येक अवयव को 2 से गुणा करने पर प्राप्त होता है। 
व्यापक रूप में हम, किसी आव्यूह के एक अदिश से गुणन को, निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित 
करते हैं। यदि А = [८,],,, एक आव्यूह है तथा ८ एक अदिश हे तो ८७ एक ऐसा आव्यूह है जिसे 


А के प्रत्येक अवयव को अदिश 7 से गुणा करके प्राप्त किया जाता है। 


दूसरे शब्दों में, КА = #[८,],,., = (८1, >. अर्थात्‌ КА का (і, Ј)Әї अवयव, 1 तथा / 
के हर संभव मान के लिए, Ка, होता हे। 


3 1 1.5 
उदाहरण के लिए, यदि ^=|\/5 7 -3| हेतो 
2 0 5 


3 1 1.5 9 3 4.5 
ЗА = 3| 5 97 ॐ3|=|35 21 -9 
2 0 5 6 0 15 


आव्यूह का ऋण आव्यूह (Negative of a matrix) किसी आव्यूह ^ का ऋण आव्यूह -^ 
से निरूपित होता है। हम -& को -^ = (-1) А द्वारा परिभाषित करते हैं। 


1 
5 x 


3 1 -3 –] 
"१-७ 5 +]; и 


आव्यूहों का अंतर (Difference of matrices) यदि A = [а] , तथा В = [р] समान कोटि 
mxn वाले दो आव्यूह हैं तो इनका अंतर A-B, एक आव्यूह D= [4 जहाँ 7 तथा 7 के समस्त 


3 
उदाहरणार्थ, मान लीजिए कि А = | А | ,तो - А निम्नलिखित प्रकार से प्राप्त होता हे 
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मानों के लिए d = ८, - b है, द्वारा परिभाषित होता है। दूसरे शब्दों में, Р=А-В=А+(—1)В, 
अर्थात्‌ आव्यूह А तथा आव्यूह - В का योगफल। 


1 2 3 3 
А = तथा 3 
उदाहरण 7 यदि ; з | | 1 0 ) हैं तो 2A -B ज्ञात कीजिए। 


र |. 2 ii -1 4 
2 3 1| |-1 0 2 
2 4 6| [—3 1 -3 
हु Р 6 A y | 1 0 H 
2-3 4+1 6-3] [-1 5 3 
= и 6+0 =| 5 6 क 
3.4.3 आव्यूही के योग के गुणधर्म (Ргорегйе$ оў matrix addition) 
आव्यूहों के योग की संक्रिया निम्नलिखित गुणधर्मों (नियमों) को संतुष्ट करती हे: 
(1) क्रम-विनिमेय नियम (Commutative Law) यदि A = [а, | ¿B2 [b] समान कोटि 
mxn, वाले आव्यूह हैं, तो А+В=В+А होगा। 
अब А +В = [а] + [७, = la; + b] 
= [b + 4,] (संख्याओं का योग क्रम-विनिमेय है।) 
= ([b _] + Jal) = B + A 
(1) साहचर्य नियम (Associative Law) समान कोटि mxn वाले किन्हीं भी तीन आव्यूहों 
= [а,], B = [0], С = [A लिए (А + В) +С= А + (В +С) 
अब (А + В) +С = ([а,] + [2,]) + [с] 
= la; + b] + Len] = [(a, + р.) + c] 
= [а„ + (®, + ८] (क्यों ?) 
= [a,] + [b,, + с,)1 = 14,1 + Tb] + [८ = А + (В + О) 
(ш) योग के तत्समक का अस्तित्व (Existence of additive identity) मान लीजिए कि 


[а | एक m xn आव्यूह है ओर 0 एक тх शून्य आव्यूह हे, तो А+О=О+А=А 
होता हे। दूसरे शब्दों में, आव्यूहों के योग संक्रिया का तत्समक शून्य आव्यूह 0 है। 


(४) योग के प्रतिलोम का अस्तित्व (The existence of additive inverse) मान लीजिए 
कि А=[а] Ч आव्यूह है, तो एक अन्य आव्यूह - ७ = [a] . इस प्रकार का हे 


у-тхп у-тхп 


हल हम पाते हें 
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कि А + (- 0) = (= А) + А= О, अतएव आव्यूह – А, आव्यूह А का योग के अंतर्गत 
प्रतिलोम आव्यूह अथवा ऋण आव्यूह है। 
3.4.4 एक आव्यूह के अदिश गुणन के गुणधर्म (Properties of scalar multiplication of 
a matrix) 
यदि ^ = [a तथा В = [Р] समान कोटि mx п, वाले दो आव्यूह हैं और каут Г अदिश हें, तो 
Gi) КА +В) = КА + kB, Gi) (К+ ЈА = КА + ГА 
अब, А = [4,], , , В = [9], और तथा Г अदिश हैं, तो 
@ К(А + В) = k ([a,] + [b,) 
= k [a, + b] = [k (a, + Ь)] = [(k а) + (k b,)] 
= [k ay] + [k b] = k [а] + k [b] = kA + KB 
@ (К+ )А = (k+ 0 [a] 
= [(k + 1) а] = [ка] + Па] = k [а + 1а] = kA +l A. 


8 0 : बो 
उदाहरण 8 यदि &- 4 -2|, В=| 4 2 | तथा 2А+3Х = 5B दिया हो तो अव्यूह X 
3 6 —5 1 
ज्ञात कीजिए। 
हल दिया है 20+ 3४% - 58 
या 2А + ЗХ – 2А = 53 2 2А 
या 2А-2А+3Х=5В-2А (आव्यूह योग क्रम-विनिमेय है) 
या О+3Х=5В-2А (— 2А, आव्यूह 2А का योग प्रतिलोम है) 
या 3X = 5В—_2А (О, योग का तत्समक हे) 
1 
या X = = (58 - 2A) 
2 -2 8 0 | 10 -10] [—16 0 
या X= 5| 4 2 |-2|4 -2|| => 20 10 |+| -8 4 
—5 1 3 6 —25 5 -6 -12 
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_10 
10-16 -10+0 -6 -10 3 

_ 1 20-8 10+4 | Шо 14 _| 4 £ 
| 25-6 5-12 | |31 -7 А Я 
а 7 

o g 


5 2 3 6 
उदाहरण 9 Хх तथा ४, ज्ञात कीजिए, यदि хес) i तथा x-y- | हे। 


= | Ч ў "| 
हल यहा पर (Х+Ү) + (2५ - ४) = + 


0 9| |0 -] 
b \ А е 
या (2९ +Х)+(Ү-Ү)= POX -- 
0 8 0 8 
ना d b н 
या = _ 
210 81 |0 4 
5 2] [3 6 
साथ ही X+Y)-(X-Y)= र 
(Х+Ү)-(Х-Ү) | 4 | h 
शच SH f Е 
या (७ - |) + (४ + ४) = ~ 2Y = 
0 9+1 0 10 
Че als 
या Y= — = 
210 101 10 5 


उदाहरण 10 निम्नलिखित समीकरण से х तथा у के मानों को ज्ञात कीजिए; 


х5 3 -4 7 6 
2 + = 
Ё АА f 2 | is И 
हल दिया हे 
|, Э "р А 7 6 2х 10 3 -4) [7 6 
== =» + = 
7 y-3] |1 2 15 14 14 29-6| |1 2| |15 14 
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या БИ 10-4 | 7 6 2x+3 6 7 6 
= =» — 
14+1 29-6+2 15 14 15 2y-4| |15 14 


या 2x +3=7 तथा 2-4 = 14 (क्यों?) 
या 2x=7-3 तथा 2у= 18 
या x= 4 तथा а 

2 2 
अर्थात्‌ y=? तथा y=9 


उदाहरण 11 दो किसान रामकिशन और गुरचरन सिंह केवल तीन प्रकार के चावल जेसे बासमती, 
परमल तथा नउरा की खेती करते हैं। दोनों किसानों द्वारा, सितंबर तथा अक्तूबर माह में, इस प्रकार के 
चावल की बिक्री (रुपयों में) को, निम्नलिखित АЧ था В आव्यूहों में व्यक्त किया गया हे: 


सितंबर माह की बिक्री (Rs में) 
बासमती परमल नउरा 
_ | 10,000 20,000 30,000 रामकिशन 
50,000 30,000 10,000 _| गुरुचरण सिंह 


A 


अक्तूबर माह को बिक्री (Rs में) 
बासमती परमल ЧЛ 


A Bl. 5000 10,000 24,000 | रामकिशन 
30,000 20,000 0 गुरुचरण सिंह 


O प्रत्येक किसान को प्रत्येक प्रकार के चावल की सितंबर तथा अक्तूबर की सम्मिलित बिक्री 
ज्ञात कोजिए। 
(1) सितंबर की अपेक्षा अक्तूबर में हुई बिक्री में कमी ज्ञात कोजिए। 
(ग) यदि दोनों किसानों को कुल बिक्री पर 2% लाभ मिलता है, तो अक्तूबर में प्रत्येक प्रकार के 
चावल को बिक्री पर प्रत्येक किसान को मिलने वाला लाभ ज्ञात कोजिए। 


हल 
(0) प्रत्येक किसान को प्रत्येक प्रकार के चावल की सितंबर तथा अक्तूबर में प्रत्येक प्रकार के 
चावल की बिक्री नीचे दी गई हे: 
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बासमती परमल नउरा 


15,000 30,000 36,000 | रामकिशन 
A+B= चरण सिंह 
70,000 40,000 20,000 | गुरुचरण सिंह 


(४) सितंबर की अपेक्षा अक्तूबर में हुई बिक्री में कमी नीचे दी गई हे, 


बासमती परमल नउरा 
A- B= 5000 10,000 24,000 रामकिशन 
30,000 20,000 0 गुरुचरण सिंह 


2 
G B 2% =——хВ=0.02хВ 
100 


बासमती परमल नडरा 
_ 002) 5000 10,000 6000 | रामकिशन 
20,000 10,000 10,000 | गुरुचरण सिंह 
बासमती परमल नउरा 
= 100 200 120 | रामकिशन 
400 200 200 गुरुचरण सिंह 


अतः अक्तूबर माह में, रामकिशन, प्रत्येक प्रकार के चावल को बिक्री पर क्रमशः F100, 
F200, तथा #120 लाभ प्राप्त करता है और गुरचरन सिंह, प्रत्येक प्रकार के चावल की बिक्री पर 
क्रमशः ₹400, ₹200 तथा ₹200 लाभ अर्जित करता है। 


3.4.5 आव्यूहों का गुणन (Multiplication of matrices) 
मान लीजिए कि मीरा और नदीम दो मित्र हैं। मीरा 2 कलम तथा 5 कहानी की पुस्तकें खरीदना चाहती 
हैं, जब कि नदीम को 8 कलम तथा 10 कहानी की पुस्तकों की आवश्यकता है। वे दोनों एक दुकान 
पर (कीमत) ज्ञात करने के लिए जाते हैं, जो निम्नलिखित प्रकार हे: 

कलम - प्रत्येक ₹5, कहानी की पुस्तक - प्रत्येक ₹50 है। 
उन दोनों में से प्रत्येक को कितनी धनराशि खर्च करनी पड़ेगी? स्पष्टतया, मीरा को 
₹्‌(5 ५2+ 50 ५5) अर्थात्‌, ₹260 की आवश्यकता है, जबकि नदीम को ₹(8 x 5 + 50 x 10) अर्थात्‌ 


₹्‌540 को आवयकता है। हम उपर्युक्त सूचना को आव्यूह निरूपण में निम्नलिखित प्रकार से प्रकट कर 
सकते हे 
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आवश्यकता प्रति नग दाम (रुपयों में ) आवश्यक धनराशि (रुपयों में) 


2 5 5 5x2+ 5x50] [260 
8 10 50 8x5+10x50| |540 
मान लीजिए कि उनके द्वारा किसी अन्य दुकान पर ज्ञात करने पर भाव निम्नलिखित प्रकार हें: 


कलम - प्रत्येक ₹4, कहानी की पुस्तक - प्रत्येक ₹40 


अब, मीरा तथा नदीम द्वारा खरीदारी करने के लिए आवश्यक धनराशि क्रमश: ₹(4 > 2 + 40 x 5) 
= हैं 208 तथा ₹(8 x 4 + 10 x 40) = ₹432 है। 


पुनः उपर्युक्त सूचना को निम्नलिखित ढंग से निरूपित कर सकते हैं: 
आवश्यकता प्रति नग दाम (रुपयों में) आवश्यक धनराशि ( रुपयों में) 


2 5 4 4х2+40х5 | [208 
8 10 40 8х4 +10x40| ।432 
अब, उपर्युक्त दोनों दशाओं में प्राप्त सूचनाओं को एक साथ आव्यूह निरूपण द्वारा निम्नलिखित 
प्रकार से प्रकट कर सकते हैं: 


आवश्यकता प्रति नग दाम (रुपयों में) आवश्यक धनराशि (रुपयों में) 
2 5 च 4 5x2+5x50 4x2+40x5 
8 10 50 40 8х5 +10х50 8х4+10х40 


260 208 
с | 540 432 | 

उपर्युक्त विवरण आव्यूहों के गुणन का एक उदाहरण हे। हम देखते हैं कि आव्यूहों А तथा В के 
गुणन के लिए, AÑ स्तंभों की संख्या В में पंक्तियों को संख्या के बराबर होनी चाहिए। इसके अतिरिक्त 
गुणनफल आव्यूह (Product matrix) के अवयवों को प्राप्त करने के लिए, हम А की पंक्तियों तथा 
8 के स्तंभों को लेकर, अबयवों के क्रमानुसार (Element-wise) गुणन करते हैं और तदोपरांत इन 
गुणनफलों का योगफल ज्ञात करते हैं। औपचारिक रूप से, हम आव्यूहों के गुणन को निम्नलिखित तरह 
से परिभाषित करते हैं: 

दो आव्यूहों А तथा В का गुणनफल परिभाषित होता है, यदि 4 में स्तंभों की संख्या, В में पंक्तियों 
की संख्या के समान होती है। मान लीजिए कि А = [८,] एक тхл कोटि का आव्यूह है और 

[७.] एक п хр कोटि का आव्यूह है। तब आव्यूहों ^ तथा В का गुणनफल एक m x р कोटि 
का आव्यूह С होता है। आव्यूह C (i, )वाँ अवयव ८, प्राप्त करने के लिए हम А की 7 बीं पंक्ति 
और 3 के КӘ स्तंभ को लेते हे और फिर उनके अवयवों का क्रमानुसार गुणन करते हैं। तदोपरान्त इन 
सभी गुणनफलों का योगफल ज्ञात कर लेते हैं। दूसरे शब्दों में यदि, 
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[р] 


हे तो АФ 1वीं पंक्ति [а„ a, 


आव्यूह 81 


„а ат В का Кї स्तंभ 


ут хп ЈК п хр 
bk 
2k हैं У a 
| ‚Чч c= 21 р ta, р аз by, Fata, Ж Е и 
8, 
आव्यूह С = [с] БТЕ A तथा В का गुणनफल हे | 
2 7 


उदाहरण के लिए, यदि C= | | p i तथा Р=|—1 1 


गुणनफल CD परिभाषित है तथा CD = | 


हेतो 
5 -4 


- कै 2 


3 ब 1 1 |एक 2%2 आव्यूह है जिसकी 
5 -4 


प्रत्येक प्रविष्टि ९ को किसी पंक्ति की प्रविष्टियों को D के किसी स्तंभ की संगत प्रविष्टियों के 
गुणनफलों के योगफल के बराबर होती है। इस उदाहरण में यह चारों परिकलन निम्नलिखित हैं, 


प्रथम पंक्ति | 
तथा प्रथम 
स्तंभ के अवयव |0 
प्रथम पंक्ति | 
तथा दूसरे 
स्तंभ के अवयव | 0 
दूसरी पंक्ति | 
तथा प्रथम 
स्तंभ के अवयव |0 
दूसरी पंक्ति 1 
तथा दूसरे 
स्तंभ के अवयव |0 


13 --2 
अतः CD = 
17 —13 


=| 
3 


—' 


l, 


| 
| 2) 
_ 0()+3C1)+4(5) 2 


| के हि (2)+(-1) (-1)+ 0) 6) i 
Е ә ० 


ЇЙ (1) 7) +61) (1) +2 Е 


? 


A न 
ы 


13 —2 
0 (7) +3(1) +4 (-4) 
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6 9 ве 2 6 0 
उदहारण 12 यदि =|, | त्या 8 =| 9 d हे तो АВ ज्ञात कीजिए। 


हल आव्यूह 4 में 2 स्तंभ हैं जो आव्यूह В की पंक्तियों के समान हैं। अतएव АВ परिभाषित है। अब 


6(2)--9(7) 6(6)+9(9) 6(0)+9(8) 
— |2(02)+3(7) 2(6)+3(9) 2(0)+3(8) 


12+63 36+81 0+72 75 117 72 
| 4+21 12+27 0+24| |25 39 24 


| «к— टिप्पणी | यदि ७8 परिभाषित है तो यह आवश्यक नहीं है कि ВА भी परिभाषित हो। उपर्युक्त 


उदाहरण में АВ परिभाषित हे परंतु ВА परिभाषित नहीं है क्योंकि 8 में 3 स्तंभ हैं जबकि » में केवल 
2 पंक्तियाँ (3 पंक्तियाँ नहीं) हैं। यदि ^ तथा 3 क्रमश: # %7 तथा k > कोटियों के आव्यूह 


हैं तो АВ तथा ВА दोनों ही परिभाषित हैं यदि और केवल यदि п = К तथा != हो। विशेष 
रूप | , यदि ^ ओर В दोनों ही समान कोटि के वर्ग आव्यूह हैं, तो АВ तथा ВА दोनों परिभाषित 
होते हे । 

आव्यूहों के गुणन की अक्रम-विनिमेयता (Non-Commutativity of multiplication of matrices) 


अब हम एक उदाहरण के द्वारा देखेंगे कि, यदि АВ तथा ВА परिभाषित भी हों, तो यह आवश्यक 
नहीं है कि AB = ВА हो। 





23 
उदाहरण 13 यदि 4 = | у? | और В=|4 5 |, तो AB तथा BA ज्ञात कीजिए। दर्शाइए कि 
мы /2 5 Е 
АВ + ВА 
हल क्योंकि कि АЧ 2 х 3 आव्यूह है और В एक 3х 2 आव्यूह है, इसलिए АВ तथा ВА दोनों 
ही परिभाषित हें तथा क्रमश: 2 > 2 तथा 3 > 3, कोटियों के आव्यूह हैं। नोट कीजिए कि 


23 


1 -Af ३ 2-8-6  3-10+3 0 -4 

—-4 2 5 > 1 —8+8+10 –12+10+5 10 3 

2 3 оү 2-12 -4+6 6+15] [-10 2 21 
और BA=|45 | пр ; |= 4-20 -8+10 12+25|=|-16 2 37 


2 ] 
स्पष्टतया AB = BA. 


2-4 -4+2 6+5 =A => 1] 
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उपर्युक्त उदाहरण में АВ तथा ВА भिन्न-भिन्न कोटियों के आव्यूह हैं और इसलिए AB # ВА 
है। परंतु कोई ऐसा सोच सकता है कि यदि АВ तथा ВА दोनों समान कोटि के होते तो संभवतः वे 
समान होंगे। किंतु ऐसा भी नहीं हे। यहाँ हम एक उदाहरण यह दिखलाने के लिए दे रहे हें कि यदि 
АВ तथा ВА समान कोटि के हों तो भी यह आवश्यक नहीं हे कि वे समान हों। 


1 0 0 1 
उदाहरण 14 यदि А= तथा B= है तो 48=| 0! 
() —1 1 0 1 0 


0 -1 
और BA = | | H है। स्पष्टतया AB > ВА है। 


अत: आव्यूह गुणन क्रम-विनिमेय नहीं होता हे। 
[«к— टिप्पणी | इसका तात्पर्य यह नहीं है कि А तथा 8 आव्यूहों के उन सभी युग्मो के लिए, जिनके 
लिए АВ तथा ВА परिभाषित है, АВ = ВА होगा। उदाहरण के लिए 


1 0 3 0 3 0 
यदि १-९ s= ततो ABBAS и { 


ध्यान दीजिए कि समान कोटि के विकर्ण आव्यूहों का गुणन क्रम-विनिमेय होता है। 


दो शून्येतर आव्यूहों के गुणनफल के रूप में शून्य आव्यूह: (Zero matrix as Ше product 
of two non-zero matrices) 

हमें ज्ञात है कि दो वास्तविक संख्याओं а तथा ७ के लिए, यदि ८७=0है तो या तो а= 0 अथवा 
७२0 होता है। किंतु आव्यूहों के लिए यह अनिवार्यतः सत्य नहीं होता है। इस बात को हम एक उदाहरण 
द्वारा देखेंगे। 






0 -1 3 5 
उदाहरण 15 यदि А = | 65 | तथा В = | ОЙ | हे तो АВ का मान ज्ञात कीजिए 


ग 0 -1||[3 5 () 0 
हल यहा पर АВ= = 
0 2110 0 0 0 


अतः यदि दो आव्यूहों का गुणनफल एक शून्य आव्यूह है तो आवश्यक नहीं है कि उनमें से एक 
आव्यूह अनिवार्यतः शून्य आव्यूह हो। 


3.4.6 आव्यूहों के गुणन के गुणधर्म (Properties of multiplication of matrices) 
आव्यूहों के गुणन के गुणधर्मो का हम नीचे बिना उनकी उपपत्ति दिए उल्लेख कर रहे हैं: 
1. साहचर्य नियमः किन्हीं भी तीन आव्यूहों ^, В तथा С के लिए 
(АВ) С =A (BO), जब कभी समीकरण के दोनों पक्ष परिभाषित होते हैं। 
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2. वितरण नियम: किन्हीं भी तीन आव्यूहो А, В तथा СФ लिए 
(i) A (B+C) = АВ + АС 
(i) (А+В) С= АС + ВС, जब भी समीकरण के दोनों पक्ष परिभाषित होते हैं। 


3. गुणन के तत्समक का अस्तित्व : प्रत्येक वर्ग आव्यूह А के लिए समान कोटि के एक आव्यूह 
[का अस्तित्व इस प्रकार होता हे, कि ІА =^] =^ 


अब हम उदाहरणों के द्वारा उपर्युक्त गुणधर्मा का सत्यापन करेंगे। 
1 1 -l 1 3 


т 12 34 
उदाहरण 16 यदि A=|2 0 31, 3-1 0 2| तथा C |, А | तो A(BC) 
3-1 2 -1 4 


तथा (АВ)С ज्ञात कीजिए और दिखलाइए कि (АВ)С = А(ВС) है। 


© N 


1-1-1] 1 3 1+0+1 3--2-4 % 1 
हल यहाँ AB=|2 0 3110 2|=|2+0-3 6+0+12|=|—1 18 
3 -1 2||—1 4 3+0-2 9-2--8 1 15 


| AU 2+2 4+0 6-2 —8+1 
(АВ) (С) = |-1 18 р М, (Р -1+36 -2+0 -3-36 4+18 
1 15 1+30 2+0 3-30 -4+15 
4 4 4 -7 
_ Ё -2 -39 22 
i अका T 
1% 1+6 2+0 3-6 -4+3 
अब ВС = | 0 2 ; и. Mi 0+4 0+0 0-4 0+2 
ДАр Ы व्हे I 444 


7 2-3 -l 
_|4 0-4 2 


T -2 -I1 8 
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t | = |7 2 =? =l 


अतएव А(ВС) = 0 31140 -4 2 
3-] 211 7-2 -11 8 
7”+4—7 2+0+2 -3-4+11 -1+2-8 
_ |14+0+21 4+0-6 -6+0-33 -2+0+24 
21-4+14 6+0-4 -9+4-22 -3-2+16 
4 4 4 -7 
_ |35 -2 -39 22 
31 2 -27 11 
स्पष्टतया, (АВ) С = А (ВС) 
0 6 7 0 1 1 Э 
उदाहरण 17 यदि А=1-6 0 8|,B=|1 0 2|,С= - 
7-8 0 1 2 0 3 


तो AC, ВС तथा (А + В)С का परिकलन कीजिए। यह भी सत्यापित कीजिए कि 
(А+В)С=АС+ВС 


0 7 8 
हल A+B=|-5 0 10 
6-6 0 


0 7 8 2 0—14+24 10 
अतएव, (А+ В) С= |-5 0 10||[-2 |= ШЕ =| 20 
8-6 0 3 16+12+0 28 


0 6 7112 0=124+21 9 


इसके अतिरिक्त AC=|-6 0 8||-2 |= ОЕ =| 12 
7 -8 0| 3 14--16--0 30 
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और 


इसलिए 


स्पष्टतया 


0 1 1|[2] [0-2+3] [1 

кел 0.2 - =|2+0+6|=| 8 

1 20||3| |2-4+0 [ 
9 | [11 [10 
AC + ВС = | 12 |+| 8 |=| 20 
30 | |-2 | |28 


(A+B)C=AC+BC 


1 2 3 


उदाहरण 18 यदि А=3 -2 1 | है तो दर्शाइए कि А? – 23А -40-0 


हल हम जानते हैं कि A? =А.А =| 3 2 “ы 


इसलिए 


4 2 1 


3-2 1|-Мм * 12 8 


1 Z 31 कि 2 3 19 4 8 
4 2 1 14 6 15 


1 2 31119 4 8 63 46 69 
1 12 8 |=|69 —6 23 


4 2 1|0|(14_ 6 15 92 46 63 
63 40 69 1 2 3 1 0 0 
अब АЗ – 23А - 40 = |69 -6 23|-23|3 -2 1]|-40|0 1 0 
92 46 63 4 2 1 0 0 1 


63 46 69 “23 -46 —69 -40 0 0 
69 -6 23|+|-69 46 -23|+| 0 -40 0 
92 46 63 —92 -46 -23 0 О —40 


63-23-40 46-46+0 69-69+0 


0 0 0 
69-69+0 -6+46-40 23-23+0 |= |0 0 0[=0 
92-92+0 46-46+0 63-23-40 0 0 0 
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उदाहरण 19 किसी विधान सभा चुनाव के दौरान एक राजनैतिक दल ने अपने उम्मीदवार के प्रचार 
हेतु एक जन संपर्क फर्म को ठेके पर अनुबंद्धित किया। प्रचार हेतु तीन विधियों द्वारा संपर्क स्थापित 
करना निश्चित हुआ। ये हैं: टेलीफोन द्वारा, घर-घर जाकर तथा पर्चा वितरण द्वारा। प्रत्येक संपर्क का 
शुल्क (पैसों में) नीचे आव्यूह » में व्यक्त हे, 


प्रति संपर्क मूल्य 
40 टेलीफोन द्वारा 
ह 100 घर जाकर 
50 पर्चा द्वारा 


> तथा ४ दो शहरों में, प्रत्येक प्रकार के सम्पर्को को संख्या आव्यूह 


टेलीफोन घर जाकर पर्चा द्वारा 


1000 500 3000 [ЭХ में व्यक्त है। %तथा үте КАК» दल द्वारा व्यय की 
3000 1000 10,0001 Y 


गई कुल धनराशि ज्ञात कोजिए। 


हल यहाँ पर 


120,000 + 100,000 +500,000 


40,000 + 50,000 + 250,000 | ~> X 
4 5Y 


| 340,000 | — Х 


720,000 | > Y 


अतः दल द्वारा दोनों शहरों में व्यय की गई कुल धनराशि क्रमशः 3 40,000 पैसे व 7 20,000 
पैसे अर्थात्‌ Rs 3400 तथा Ёз 7200 हैं। 


| प्रश्नावली 3.2 | 


1. मान लीजिए कि ^= 2 i ९३ |, іта ат ज्ञात कीजिए 
2 -2 5 3 4 


(0) A+B @ A-B (1) 3A -C 
(iv) АВ (v) ВА 
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2. निम्नलिखित को परिकलित कीजिए: 
Ja blab [a +b’ р? +с? Jab 2bc 
(1) + (1) + 
-b а Ь а а? + с? а? + р? —2ac —2ab 
-1 4 —6 12 7 6 


s? si 2 sj 2 ५2 
ता) | 5 16 +|8 0 5| (iv) ९05657 था х А in x ०९057 х 
2 8 5 3 24 sinx COs x соѕ2 х $їп^х 


з. निदर्शित गुणनफल परिकलित कीजिए: 


а blla -b Р _ [1—2 [2 ҸӘ 
0) Е i Г а | @ 2८2३४ @ ; 3 | , 3 | 


3 
2 3 4]|1 -3 5 21 
1 0 1] 
I) |3 4 5110 2 4 N | 32 о. 
4 5 6||3 0 5 —1 1 
293 
н) | 3-1 3 | МА, 
УІ 
-1 0 2 
3 1 
1 2 -3 „7 2 4 1 2 
4. यदि ^=|5 0 2|,B=|4 2 5|amcC=|0 3 2 , तो (^+B) तथा 
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3 


(В - С) परिकलित कोजिए। साथ ही सत्यापित कीजिए कि А +(В-С)=(А+В)-С. 


= 
a 


तथा B= 


5. यदि ^ = ‚ЧЇ ЗА - 5B परिकलित कीजिए। 


N w | N 
л | 55 (५ | ७७ (५ | (७> 


DIN ७० | “+ jN 
шом WIP w| 
л | जे (५ | "> (५ | ७३ 
(॥ | ७०) (| -> 
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४0 sind їпӨ —созӨ 
6. सरल कीजिए, соѕӨ | हु ш | + 58110 Е 60 | 


-- ५110 соѕӨ соѕ Ө ५110 


7. Х तथा Ү ज्ञात कौजिए यदि 


| 7 0 3 0 
(1) शय | तथा X ४=| | 
2 3 0 3 


= 5 


02 1 0 
8. Х तथा 9 ज्ञात कीजिए यदि у= | तथा x+y=| | 


..ү 2 3 J 9 
(1) 2x+3४= d तथा 3X +2Y = | | 


1 4 = 2 
1 31 [у 0] [5 6 

9. था у ज्ञात कीजिए यदि 2 = 
х तथा » ए यदि | + А ` N 
10. प्रदत्त समीकरण को х, у, с तथा ! के लिए हल कीजिए यदि 


X 2 1 -1 3 5 
2 +3 ты 
у t 0 2 4 6 


11. यदि x И T || | = М है तो «तथा » के मान ज्ञात कीजिए। 


12. यदि 3 Ё न = | ह | | А. " है तो х,у, 2 तथा у के मानों को ज्ञात 
Z w -1 2w Z+wWw 3 
कोजिए। 
cosx -sinx О 
13. यदि Е(х) =| sinx cosx 0 हे तो सिद्ध कोजिए कि F(x) FY) = F(x + y) 
0 0 1 
14. दर्शाइए कि 


| А HF j Р А 8 
(1) 713 + 3 7 
6 7||3 4 з 4116 7 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


गणित 


1 2 31-1 1 01 [-1 1 0]1 2 3 
@ 10 1 01 0 -1 1|=| 0-1 1||0 10 
1 1 0||2 3 4 2 3 41110 
2 0 1 
यदि ^=|2 1 3|हे तो «2 - 5" + 6, का मान ज्ञात कोजिए। 
1-1 0 
1 0 2 
यदि a=lo 2 1|हे तो सिद्ध कीजिए कि A3-6A?+7A+21=0 
2 (0 3 
3 – а 1 01. 
यदि A= їз तथा I= | एवं A? - (^ -21 हो तो К ज्ञात कोजिए। 
О _ 
यदि ^ = “ | तथा [कोटि 2 का एक तत्समक आव्यूह है। तो सिद्ध कीजिए 
tan — О 
COS —$Ш@ 
कि 1+А=(1-А) | | | 
sın Q Cos (८ 


किसी व्यापार संघ के पास 30,000 रुपयों का कोष हे जिसे दो भिन्न-भिन्न प्रकार के बांडों 
में निवेशित करना हे। प्रथम बांड पर 5% वार्षिक तथा द्वितीय बांड पर 7% वार्षिक ब्याज प्राप्त 
होता हे। आव्यूह गुणन के प्रयोग द्वारा यह निर्धारित कीजिए कि 30,000 रुपयों के कोष को 
दो प्रकार के बांडों में निवेश करने के लिए किस प्रकार बाँटें जिससे व्यापार संघ को प्राप्त कुल 
वार्षिक ब्याज 

(а) 1२६ 1800 हो। ७) 5 2000 हो। 

किसी स्कूल की पुस्तकों की दुकान में 10 दर्जन रसायन विज्ञान, 8 दर्जन भौतिक विज्ञान तथा 
10 दर्जन अर्थशास्त्र की पुस्तकें हैं। इन पुस्तकों का विक्रय मूल्य क्रमशः Ёз 80, Ёз 60 तथा 
1२540 प्रति पुस्तक हे। आव्यूह बीजगणित के प्रयोग द्वारा ज्ञात कीजिए कि सभी पुस्तकों को 
बेचने से दुकान को कुल कितनी धनराशि प्राप्त होगी। 

मान लीजिए कि X, Y, 7, ए तथा PRAN: 2 хи, Зх, 2 хр, ॥ % 3 तथा px k, कोटियों 
के आव्यूह हैं। नीचे दिए प्रश्‍न संख्या 21 तथा 22 में सही उत्तर चुनिए। 
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21. PY + ४७४४ के परिभाषित होने के लिए n, К तथा р पर क्या प्रतिबंध होगा? 


(А) k=3,p=n (В) #स्वेच्छ है , = 2 
(С) 7 स्वेच्छ है, र = 3 (Р) k=2,p=3 
22. यदि 7 =, तो आव्यूह 7X - 57 की कोटि है। 
(A) ० > 2 (В) 2хп (С) nx3 (Р) рхп 


3.5. आव्यूह का परिवर्त (Transpose of a Matrix) 


इस अनुच्छेद में हम किसी आव्यूह के परिवर्त तथा कुछ विशेष प्रकार के आव्यूहों, जैसे सममित 
आव्यूह ( Symmetric Matrix) तथा विषम सममित आव्यूह (Skew Symmetric Matrix ) के 
बारे में जानेंगे। 


परिभाषा 3 यदि A= [a ] एक mxn कोटि का आव्यूह हे तो А की पंक्तियों तथा स्तंभों का परस्पर 
विनिमय (Interchange) करने से प्राप्त होने वाला आव्यूह А का परिवर्त (Transpose) कहलाता 
है। आव्यूह 4 के परिवर्त को А” (या АТ) से निरूपित करते हैं। दूसरे शब्दों में, यदि 








А = [а,],,„ Т А” = [4,),, ,होगा। उदाहरणार्थ, यदि 
२ 5 з २३ 0 
А- |35 1| होतो A= 5 1 अर्श | m 
0 -1 5 2x3 
> 3х2 


आव्यूहों के परिवर्त के गुणधर्म (Properties of transpose of matrices) 

अब हम किसी आव्यूह के परिवर्त आव्यूह के निम्नलिखित गुणधर्मो को बिना उपपत्ति दिए व्यक्त करते 
हैं। इनका सत्यापन उपयुक्त उदाहरणों द्वारा किया जा सकता हैं। उपयुक्त कोटि के किन्हीं आव्यूहों 
А तथा В के लिए 


i) (AY=A (i) (КА) = kA’ (जहाँ k कोई अचर है।) 
(1) (А+ В) = А’ +B (iv) (AB) = B’A’ 
13 3 2 ЕРЕ 
उदाहरण 20 यदि А = | “а g | तथा B= | г | तो निम्नलिखित को सत्यापित 
कोजिए: 
i (AY=A GD (А+ В) = А’ +В” 


(ii) (КВ) = КВ”, जहाँ k कोई अचर है। 
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हल 
(0) यहाँ 
3 4 
m ४3 2 >> 0-3 2[- (00 =? уз Е 
42 0 42 0 
2 0 
अतः (A) = 
(1) यहाँ 
3 2 2 = 
А = à ‚В | “च: ४3 2 
4 1 4 5 4 4 
5 5 
अतएव (А +BY = | 4/3 4 
4 4 
3 4 2 ] 
e २3 2|,B’=|-1 2 
2 0 2 4 
> 5 
अतएव A’ + 34 ७४७3-14 
4 4 
अत: (A+B) = А’ + В” 
Gii) यहाँ 
в 02 7 2|_[2k -k 2k 
1 24| |k 2k 4k 
2k k 2 1 
तब (КВ) =|—К 2k |=k|-1 2 513 
2k 4k 24 
अतः (kB) = kB’ 
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2 
उदाहरण 21 यदि A=| 4 |,8-[1 3 -6] है तो सत्यापित कीजिए (ABY = ВА है। 
5 
हल यहाँ 
-2 
al 453 5[ 3 -6] 
5 
=2 -2 -6 12 
इसलिए AB=| 4|[ 3 -6]=|4 12 -24 
5 5 15 -30 
жуы Л\ 5 
अतः (АВ) |6 12 18 
12 —24 —30 
1 
अब A - [-2 4 5], В”=| 3 
—6 
1 -2 4 5 
इसलिए ВА =| 3|[-2 4 5ļ=|-6 12 15 |=(АВ) 
—6 12 -24 —30 
स्पष्टतया (ABY = B'A’ 


3.6 सममित तथा* विषम. सममित आव्यूह (Symmetric and Skew Symmetric 
Matrices) 


परिभाषा 4 एक वर्ग आव्यूह А = [а„] सममित कहलाता है यदि ^” = # अर्थात्‌! व/ के हर संभव 
मानों के लिए [a] = [८,] हो। 


४3 2 3 
उदाहरण के लिए, A=| 2 -1.5 -1 | एक सममित आव्यूह है, क्योंकि A” =^ 
3 - 1 
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परिभाषा 5 एक वर्ग आव्यूह А = [८] विषम सममित आव्यूह कहलाता है, यदि 4” =— А, अर्थात्‌ 
і तथा / के हर संभव मानों के लिए а = –а, 61 अब, यदि हम 75४ रखें, तो ८, = а, होगा। 
अतः 2, = 0 या 4, = 0 समस्त 7 के लिए। 

इसका अर्थ यह हुआ कि किसी विषम सममित आव्यूह के विकर्ण के सभी अवयव शून्य होते 


О e f 
हैं। उदाहरणार्थ आव्यूह B=| -e 0 @ | एक विषम सममित आव्यूह है, क्योंकि B'=-B है। 
-f -g 0 


अब, हम सममित तथा विषम सममित आव्यूहों के कुछ गुणधर्मा को सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 1 वास्तविक अवयवों वाले किसी वर्ग आव्यूह А के लिए А +A एक सममित आव्यूह तथा 
A-A एक विषम सममित आव्यूह होते हैं। 
उपपत्ति मान लीजिए कि В- А + А’ 19 
В’ = (А А” 
= А” + (A'Y (क्योंकि (А + BY = (А + В”) 
= A+A (क्योंकि (А) = А) 
= A+A (А+ 8 - 3 +A) 


= В 
इसलिए B= A+A एक सममित आव्यूह है। 
अब मान लीजिए कि С= ALA 

C= (А-А) =А^—(А””" (क्यों?) 
= А-А (क्यों?) 

= (А-А) = - С 


अतः C= A-A एक विषम सममित आव्यूह है। 


प्रमेय 2 किसी वर्ग आव्यूह को एक सममित तथा एक विषम सममित आव्यूहों के योगफल के रूप 
में व्यक्त किया जा सकता है। 


उपपत्ति मान लीजिए कि 4 एक वर्ग आव्यूह है। हम लिख सकते हैं कि 


1 | 1 ^ 
А =—(А+А)+—(А-А 
А ( ) 5 ( ) 
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प्रमेय 1 द्वारा हमें ज्ञात है कि (А + А”) एक सममित आव्यूह तथा (А - А”) एक विषम सममित 
आव्यूह है। क्योंकि किसी भी आव्यूह А के लिए (КА) = КА” होता है। इससे निष्कर्ष निकलता है कि 


_ (А + А”) सममित आव्यूह तथा _ (А — А”) विषम सममित आव्यूह है। अतः किसी वर्ग आव्यूह को 
एक सममित तथा एक विषम सममित आव्यूहों के योगफल के रूप में व्यक्त किया जा सकता हे। 


2 30 -4 
उदाहरण 22 आव्यूह В=|-1 3 4| को एक सममित эте तथा एक विषम सममित 
1 -2 -3 
आव्यूह के योगफल के रूप में व्यक्त कोजिए| 
2 -1 1 
हल यहाँ B= |-2 3 -2 
-4 4 -3 
м 4 -3 -3 हि 
मान लीजिए कि P= (ПАН -3_ 6, у= 3 1 | है। 
-3 2 —6 2 
сг 
2 Эм? 
2 
/ < 3 
अब P=| $ 1|=P 
2 
гт 
2 
1 , 
अतः P= =(В+В) एक सममित आव्यूह हे। 
ов 
| ॥ 1. 2 
साथ ही मान लीजिए ९२5७-१5 1 0 65 0 3 है। 
5 -6 0 5 
— з 0 
2 
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है ॐ 2 
2 3 
„ =l 
तब () = 5 0 —3 =— () 
EG 
2 
1 Р 
अतः ९ = 5 (8 - 8) एक विषम सममित आव्यूह है। 
A 1: = = 
$ 3 Ж М = 2 
, 2 2 | 2 2 2 ә 4 
अब Р+0=|— 3 Ы 0 3 -- 3 4|=B 
1 2 NN 
3 | 3| ҹә 
2 2 


अतः आव्यूह В एक सममित आव्यूह तथा एक विषम सममित आव्यूह के योगफल के रूप में 


व्यक्त किया गया। 
| प्रश्नावली 3:3 | 


1. निम्नलिखित आव्यूहो में से प्रत्येक का परिवर्त ज्ञात कीजिए: 


हे -1 5 6 
[1 „1—1 е 
0) |> (i) ; d (ग) |у3 5 6 
4 2 Sl 
-le 2 83 -4 1 —5 


2. यदि ^=| 5 7 9| तथा B=| 1 2 0 हें तो सत्यापित कीजिए कि 
-2 11 1 3 1 


i) (А+ Ву = А’ +B (1) (५ - 8) = А’ - В! 
к -1 2 1 
з. यदि А'=|—1 2| तथा B=] | हें तो सत्यापित कीजिए कि 
0 1 


() (А+ ВУ = А’ +В’ (1) (A -BY = А’-В' 
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यदि 4” = Е Ч तथा B= Е d हैं तो (^ +2BY ज्ञात कीजिए। 


А तथा В आव्यूहों के लिए सत्यापित कीजिए कि (AB) = B'A’, जहाँ 











] 0 
i) A= - ‚В=[-1 2 1] @ A=|1|, B=[ 5 7] 
3 2 
@ यि = к НИ हो तो सत्यापित कीजिए कि Д’ ७-1 
—510 00 СОЅ О 


SNA СО$@ 


(ii) यदि ^=| | हो तो सत्यापित कीजिए कि АА =] 


-- 00500 SING 


ЬЬ е 


‚ @ सिद्ध कीजिए कि आव्यूह А = - I 21 | एक सममित आव्यूह है। 











5 13 
0 1-1 
(1) सिद्ध कीजिए कि आव्यूह ^ =|-1 0 1 | एक विषम सममित आव्यूह है। 
1 -1 0 
. आव्यूह А= | | > | के लिए सत्यापित कीजिए कि 


G) (^ +^) एक सममित आव्यूह है। 

(1) (А-А) एक विषम सममित आव्यूह है। 
О а b 

—a 0 c 

-b —c 0 


तो (А+А” तथा (А—А” ज्ञात कीजिए। 








निम्नलिखित आव्यूहों को एक सममित आव्यूह तथा एक विषम सममित आव्यूह के योगफल 
के रूप में व्यक्त कीजिए: 


0 =2 2 
{3 5 adla इ 
2 К. 
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а 3 T 
ОЕ 1 Slaa 


-4 -5 2 


प्रश्‍न संख्या 11 तथा 12 में सही उत्तर चुनिए: 


11. 


12. 


यदि 4 तथा В समान कोटि के सममित आव्यूह हैं तो АВ - ВА एक 


(А) विषम सममित आव्यूह हे (3) सममित आव्यूह हे 

(С) शून्य आव्यूह हे (Р) तत्समक आव्यूह हे 

यदि A= 9 ह | तथा А +А^=1,ЧЇ оз मान हे 
sın О cos О 


Л Л 
(А) © (В) 3 


(С) л (D) a 


3.7 आव्यूह पर प्रारंभिक संक्रिया. ( आव्यूह रूपांतरण) [Elementary Operation 
(Transformation) of a matrix] 

किसी आव्यूह पर छः प्रकार की संक्रियाएँ (रूपांतरण) किए जाते हैं, जिनमें से तीन पंक्तियों तथा तीन 
स्तंभों पर होती है, जिन्हें प्रारंभिक संक्रियाएँ या रूपांतरण कहते हैं। 


(1) 


(Ш) 


किसी दो पंक्तियों या दो «тЇ का परस्पर विनिमय: प्रतीकात्मक रूप (symbolically) में 
वीं तथा /बीं पंक्तियों के विनिमय को R < В तथा га तथा ја स्तंभों के विनिमय को 
C, «> ९ द्वारा निरूपित करते हैं। उदाहरण के लिए 


1 2 1 [ 431 

А = | 1 ४3 1, पर र. «>1२, का प्रयोग करने पर हमें आव्यूह | 1 2 1 । प्राप्त 
5 ON! 3 6 7 

होता है। 


किसी पंक्ति या स्तंभ के अवयवों को एक AR सख्या से गुणन करना: प्रतीकात्मक रूप 


में, гї पंक्ति के प्रत्येक अवयव को k, जहाँ ८२0 से गुणन करने को К -> КЕ द्वारा 
निरूपित करते हैं। 


` чч हैं 1 
संगत स्तंभ संक्रिया को С -> द्वार निरूपित करते हें। उदाहरणार्थ В = | 


2 1 
=| 43 1 
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| 2 


| J3 


(#) किसी पंक्ति अथवा स्तंभ के अवयबों में किसी अन्य पंक्ति अथवा स्तंभ के संगत अवयवों को 
किसी शून्येतर संख्या से गुणा करके जोडना: प्रतीकात्मक रूप में, 7वीं पंक्ति के अवयवों में 
i पंक्ति के संगत अवयवों को # से गुणा करके जोड़ने को R, -> К+ КЕ À निरूपित करते 
| 
संगत स्तंभ संक्रिया को €, -> ,+# ¢, से निरूपित करते 6 


पर C, > Е C, का प्रयोग करने पर हमें आव्यूह प्राप्त होता है। 
7 


1 2 हमें 
उदाहरण के लिए C= | ШР | पर R > 2, - 22, का प्रयोग करने पर, हमें आव्यूह 


| न प्राप्त होता है। 
0 -5 


3.8 व्युत्क्रमणीय आव्यूह (Invertible Matrices) 

परिभाषा 6 यदि &, कोटि ॥, का, एक वर्ग आव्यूह है और यदि एक अन्य वर्ग आव्यूह का अस्तित्व 
इस प्रकार है, कि АВ = ВА - 1, तो В को आव्यूह А का व्युत्क्रम आव्यूह कहते हैं और इसे 
AER निरूपित करते हें। ऐसी दशा में आव्यूह А व्युत्क्रमणीय कहलाता है। 


2 3 ME हे 
उदाहरणार्थ, मान लीजिए कि А = | | А तथा В = | 3 | दो आव्यूह हें। 
2 31 2-3 
я АЖИ 2. 2 
_ [4-3 -6+6] по 
(2-2 -3+4| |0 1| 
1 0 
साथ ही BA=| || है। अतः В आव्यूह, 4 का व्युत्क्रम है। 


दूसरे शब्दों में, В=А-! तथा А आव्यूह В, का व्युत्क्रम है, अर्थात्‌ ५-3! 





दि] बढ़" टिप्पणी | 

1. किसी आयताकार (Rectangular) आव्यूह का व्युत्क्रम आव्यूह नहीं होता है, क्योंकि गुणनफल 
AB तथा ВА के परिभाषित होने और समान होने के लिए, यह अनिवार्य हे कि & तथा 8 
समान कोटि के वर्ग आव्यूह हों। 
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| 2. यदि 8, आव्यूह Азы व्युत्क्रम है, तो А, आव्यूह 3काव्युत्रम होताही. | 2. यदि В, आव्यूह ^ का व्युत्क्रम है, तो А, आव्यूह В का व्युत्क्रम होता है। | 


प्रमेय 3 [व्युत्क्रम आव्यूह की अद्वितीयता (Uniqueness of inverse)] किसी वर्ग आव्यूह का व्युत्क्रम 
आव्यूह, यदि उसका अस्तित्व हे तो अद्वितीय होता हे। 

उपपत्ति मान लीजिए कि ^ = [a कोटि # का, एक वर्ग आव्यूह है। यदि संभव हो, तो मान लीजिए 
В तथा С आव्यूह 4 के दो व्युत्क्रम आव्यूह हैं। अब हम दिखाएँगें कि В = 0 है। 

क्योंकि आव्यूह 4 का व्युत्क्रम В हे 


अतः АВ = ВА =1 ... (1) 
क्योंकि आव्यूह А का व्युत्क्रम € भी है अतः 

АС = СА =1 Фу) 
अब В = BI = B (АС) = (ВА)С=1С=С 


प्रमेय 4 यदि ^ तथा В समान कोटि के व्युत्क्रमणीय आव्यूह हों तो (AB)! = 87 A7 
उपपत्ति एक व्युत्क्रमणीय आव्यूह कौ परिभाषा से 


(АВ) (AB)! = 1 
या A“ (АВ) (AB)! = А-1 (A! का दोनों पक्षों से पूर्वगुणन करने पर) 
या (АА) В (АВ)! = А (A7 1-0, तथा आव्यूह गुणन साहचर्य होता है) 
या ІВ (АВ)! = А”! 
या В (АВ! = 07! 
या B- В (АВ)! = В A7 
या I (AB)! = 81 A7 
अत: (AB)! = В AX 


3.8.1 प्रारम्थिक संक्रियाओं द्वारा एक आंव्यूह का व्युत्क्रम (Inverse of a matrix by 
elementary operations) 
मान लीजिए कि X, А तथा В समान कोटि के आव्यूह हें तथा % = АВ है। आव्यूह समीकरण X 
= AB पर प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं का प्रयोग करने के लिए, हम इन पंक्ति संक्रियाओ का बाए पक्ष 
में ऋ पर तथा दाए पक्ष में प्रथम आव्यूह & पर, एक साथ प्रयोग करेंगे। 

इसी प्रकार आव्यूह समीकरण X - ७३ पर प्रारंभिक स्तंभ संक्रियाओं का प्रयोग करने के लिए, 
हम इन स्तंभ संक्रियाओं का बाएँ पक्ष में % पर तथा दाएँ पक्ष में गुणनफल АВ में बाद वाले 
आव्यूह 8 पर, एक साथ प्रयोग करेंगे। 

उपर्युक्त परिचर्चा को ध्यान में रखते हुए हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि, यदि А एक ऐसा आव्यूह 
हे कि ^! का अस्तित्व है तो प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा ^? ज्ञात करने के लिए, 
А = ІА लिखिए और पंक्ति संक्रियाओं का प्रयोग А = ІА पर तब तक करते रहिए जब तक कि 
1- ВА नहीं मिल जाता है। इस प्रकार प्राप्त आव्यूह В, आव्यूह А का व्युत्क्रम होगा। इसी प्रकार, यदि 
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हम स्तंभ संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा ^! ज्ञात करना चाहते हैं, तो 4 = АІ लिखिए और 
А =АГЧ स्तंभ संक्रियाओं का प्रयोग तब तक करते रहिए जब तक हमें 1 - АВ प्राप्त नहीं हो जाता RI 
टिप्पणी उस दशा में जब^ = ІА (А - ७1) पर एक या अधिक प्रारंभिक पंक्ति (स्तंभ) संक्रियाओं 
के करने पर यदि बाएँ पक्ष के आव्यूह А की एक या अधिक पंक्तियों के सभी अवयव शून्य हो जाते 
हैं तो ^! का अस्तित्व नहीं होता है। 


1 


2 
ә иі का व्युत्क्रम ज्ञात कोजिए। 


उदाहरण 23 प्रारंभिक संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा आव्यूह ^ = | 


हल प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग करने के लिए हम ^ = IA लिखते हैं, अर्थात्‌ 


, ЧЫ jaa [ ЧЫ 1 A (२, >R,- 2R, के प्रयोग द्वारा) 
2 -1| [01 0 -5| | 2 1 


1 0 
1 2 
या =|[2 -1|A (R, -> - 17 के प्रयोग द्वारा) 
0 1 = = Ў 5 ? 
5 5 
1-2 
1 0 5 5 
या = A В ЭВ - 2२, के प्रयोग द्वारा) 
0 1 2 -1 1 1 2 
5 
अतः % = है। 


(॥ | ७०) (५ | 
сл | L AJN 


विकल्पतः प्रारंभिक स्तंभ संक्रियाओं के प्रयोग हेतु, हम लिखते हैं कि ^ = АІ, अर्थात्‌ 


शिक 


C, > €, -2C,, के प्रयोग द्वारा 


2 = 1 
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अब C>- - С,, के प्रयोग द्वारा 


1 0 5 
2 1 @ = 
5 
अन्ततः C ЭС -2C, के प्रयोग द्वारा 
L 
1 0 _॥७ 5 5 
01| 2-1 
5 P 
D 
5४ 5 
अतएव -1 — 
अतएव А 2A 
5 5 


उदाहरण 24 प्रारंभिक संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा निम्नलिखित आव्यूह का व्युत्क्रम प्राप्त कीजिए: 


012 
А=|1 2 3 
3 1 1 
0 1 2] [100 
हल हम जानते हैं कि 4=14, अर्थात्‌ |1 2 3|=|0 1 OJA 
3 1 1| [0 01 
1 2 3] [010 
या 0 1 2|=|1 0 0|4 (२ «> 7२, द्वारा) 
3 1 1| [001 


| э 3 0 1 0 
या 0 1 2 0 О|А (В, >R,- 3R द्वारा) 
0 -5 -8 0-3 1 


2019-2020 


103 


आव्यूह 


| А (R, > रे -2रे द्वारा) 


() 


=] = | 
2|=|1 0 0 
—8 О -3 1 


0 
1 
=5 


1 
() 
() 


या 


| А (К, > R, + 3रे,हारा) 


1 0 
0 0 
-3 1 


या 


R, > 5 RI) 


या 


या 


| А (R, > R,- 27 द्वारा) 


=| N 


-1 


या 


अतः 


= AI लिखिए, अर्थात्‌ 


विकल्पतः, ^ 


г ] 
© © = 


о = © 


=. O © 
к ———! 


|| 
N с न्न 
— N = 


O = с 
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ч. 

б 

Ф 

~ 

z — 

еј 
FTE न 
O O тя 
A o © 
O = © 
LM 

“ 

| 
Гг лу 
N с न 
со. m сс 
== N = 
Lo 


या 


(C, > C, - 20) 


г A 
(a) Ё\ — 
A (ळी © 
O = © 
Ln 
“ 
| 
Гг лу 


O m сес 


== N = 


या 


CGCG FE) 


1 
д 
1 


0 () () 1 
1 00-81 0 
3 2 0 0 
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= М | — 


м | — 


7 | है तो ?-' ज्ञात कीजिए, यदि इसका अस्तित्व है। 


0 1 
P (R, > В) 


10 


Р (R, >R, + 5ारे द्वारा) 


यहाँ बाएँ पक्ष के आव्यूह की द्वितीय पंक्ति के सभी अवयव शून्य हो जाते हैं, अतः? का 


या 
—5 
1 
या 
0 
अस्तित्व नहीं है। 


| usmai 3.4 | 


प्रश्‍न संख्या से 17 तक के आव्यूहों के व्युत्क्रम, यदि उनका अस्तित्व हे, तो प्रारंभिक रूपांतरण के 


प्रयोग से ज्ञात कीजिए: 


1 -1 
1, : 
2% 
4. 5. 
Р А 
3 | 
ग. 8. 
5 2 


2019-2020 


106 गणित 


wi = п. |ˆ Ы 
` |[_4 2 ` |1 -2 "| 2 1 


А 2 3 3 
13. | я H 14. ह , 15. |2 2 3 
-1 2 4 2 
3 -2 2 
1 3 -2 2 0 -1 
16. |23 0 -5 17. 5 1 0 
2 5 0 0 1 3 
18. आव्यूह А तथा В एक दूसरे के व्युत्क्रम होंगे केवल यदि 
(A) АВ = ВА (В) АВ = ВА =0 
(С) АВ = 0, 3५1 (D) АВ = ВА =I 


विविध उदाहरण 


соѕ9 вшбӨ 


उदाहरण 26 यदि А = | | हे तो सिद्ध कौजिए कि 


-- ५1110 605५0 


А" | ९08706 81170 


-- ५11770 ८605700 


| , 71 € МХ 


हल हम इसको गणितीय आगमन के सिद्धांत द्वारा सिद्ध करेंगे। 


т со$Ө sinô „ ९0570 81170 
यहा पर Р(л): यदि А=| | ,तो А=| | neN 
—sinð ८050 —sinnð 605700 
०050 sind ०050 sinô 
अब PI): A= ` | इसलिए 4! =| 
—sinð cos0 —sinð 00508 


अतः, परिणाम #- 1 के लिए सत्य है। 
मान लीजिए कि परिणाम # = # के लिए सत्य है। 


| coskO пКӨ | 


со$Ө &811 0 К 
इसलिए > A A 
इसलिए PK): A | | ग तो —sinkð cosk9 


-- ५110 соѕӨ 
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अब हम सिद्ध करेंगे कि परिणाम #-/+] के लिए भी सत्य हे। 


m да ११ १९ ние НИ 


-$110 соѕ0 || 510 Ө соѕ Ө 


соѕӨсоѕ Ө - sin 0 811 КӨ cos Osin Ө + sin Өсоѕ КӨ 
- |_сіпӨсоѕ КӨ + соѕӨѕіпкӨ -sin Өѕіп КӨ + соз Өсоѕ КӨ 


| cos (Ө + КӨ) Ok] cos(k +1)0 тен 


—510(0+ k0) со$(Ө+ КӨ) | —sin (८--1)0 со$(К+1Ө 


इसलिए परिणाम n=k + 1 लिए भी सत्य हे। अत: गणितीय आगमन का सिद्धांत से प्रमाणित 


०0०570 817 0 к 
होता हे कि А” = | है है | , समस्त प्राकृत संख्याओं 7 के लिए सत्य है। 


-sinn ð со$пӨ 
उदाहरण 27 यदि ^ तथा В समान कोटि के सममित आव्यूह हैं तो दर्शाइए कि АВ सममित है, यदि 
और केवल यदि ^ तथा क्रमविनिमेय है, अर्थात्‌ АВ = ВА है। 


हल दिया है कि ^ तथा В दोनों सममित आव्यूह हैं, इसलिए 4” =^ तथा В = 8 है। 
मान लीजिए कि АВ सममित है तो (ABY = AB 


कितु (AB) = B’A’= ВА (क्यों?) 

अतः BA=AB 

विलोमतः, यदि АВ = ВА है तो हम सिद्ध करेंगे कि АВ सममित है। 

अब (ABY =B’A’ 
-=B A (क्योंकि ^ तथा В सममित हैं ) 
=AB 


अतः АВ सममित है। 


2 -1 302 Ps 
उदाहरण 28 मान लीजिए कि ^= )| ७3; ०3: हु है। एक ऐसा आव्यूह 


р ज्ञात कीजिए कि CD -AB = 0 हो। 


हल क्योंकि А,В,С सभी कोटि 2, के वर्ग आव्यूह हैं और Ср - АВ भली-भाँति परिभाषित हे, 
इसलिए 1) कोटि 2 का एक वर्ग आव्यूह होना चाहिए। 
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मान लीजिए कि D 


р Д हे। तब CD - ७8 = 0 से प्राप्त होता हे कि 


C 
2 516८6 b| 2 -115 2 А 
з 8 || са з 4117 4| | 
а 2а+5с 2Ь+54| [3 0 0 0 
За+8с 3Ь+84| |43 221 |0 0 


2а+5с—3 2b+5d 0 0 
3a+8c-43 3Ь+84—22| |0 0 


आव्यूहों की समानता से हमें निम्नलिखित समीकरण प्राप्त होते हें: 


या 


2а+5с-3=0 .. (1) 
За + 8с – 43 = 0 ©) 
2b +5d= 0 (3) 
तथा 3b +8d-22=0 .. (4) 


(1) तथा (2), को सरल करने पर а= 191, ८ = 77 प्राप्त होता हे। 
(3) तथा (4), को सरल करने पर b=- 110, 4 = 44 प्राप्त होता है। 


a b| [-191 -110 
अतः 1) = = 
Fl] 
अध्याय 3 पर विविध प्रश्‍शनावली 


0 1 
0 0 


(al + БА)" = а"1 + na" ! bA, जहाँ 1 कोटि 2 का तत्समक आव्यूह है। 


1. मान लीजिए कि А = | | हो तो दिखाइए कि सभी лє चके लिए 


111 25 =! а 
2, यदि А=|1 1 1 , तो विद्धे कौजिए कि А" = वता e а ‚лє N 
I 1 1 2 =! गा! 
3 —4 1+ 2и —4n с ताकि 
з. यदि А = | । | तो सिद्ध कीजिए А” = | 5 | जहाँ # एक धन पूर्णांक हे। 
= — Пп 
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यदि ^ तथा B सममित आव्यूह हें तो सिद्ध कीजिए कि АВ - ВА एक विषम सममित आव्यूह है। 
सिद्ध कीजिए कि आव्यूह B'AB सममित अथवा विषम सममित हे यदि А सममित अथवा 
विषम सममित हे। 


С 27 ж 


xy तथा ट के मानों को ज्ञात कीजिए, यदि आव्यूह А=|х у -ट| समीकरण 


x -y z 
A'A =] को संतुष्ट करता है। 


1 2 0][0 
. х किस मान के लिए [1 2 12 0 1||2|=0है ? 
1 0 2||x 


यदि १] | हो तो सिद्ध कीजिए कि 4? _ 54 +71 = 0 है। 
1 0 2||х 

यदि [х -5 -ijo 2 1||4|=0है तो » का मान ज्ञात कीजिए। 
2 04२ । 


एक निर्माता तीन प्रकार की वस्तुएँ x, y, तथा 7 का उत्पादन करता हे जिन का वह दो बाजारों 
में विक्रय करता है। वस्तुओं की वार्षिक बिक्री नीचे सूचित (निदर्शित) हे: 


बाज्ञार उत्पादन 
I 10,000 2,000 18,000 
П 6,000 20,000 8,000 


(а) यदि х,у तथा ट की प्रत्येक इकाई का विक्रय मूल्य क्रमशः Rs 2.50, Rs 1.50 तथा 
Rs 1.00 हे तो प्रत्येक बाजार में कुल आय (Revenue), आव्यूह बीजगणित की सहायता 
से ज्ञात कोजिए। 

(७) यदि उपर्युक्त तीन वस्तुओं की प्रत्येक इकाई को लागत (Cost) क्रमशः Rs 2.00, 
Rs 1.00 तथा पैसे 50 है तो कुल लाभ (Gross profit) ज्ञात कीजिए। 


1 2 3] [-7 -8 -9 
आव्यूह % ज्ञात कीजिए, यदि X | ५ "| 5 | 


यदि А तथा В समान कोटि के वर्ग आव्यूह इस प्रकार हैं कि AB = 3 है तो गणितीय 
आगमन द्वारा सिद्ध कीजिए कि АВ" = B'A होगा। इसके अतिरिक्त सिद्ध कोजिए कि 
समस्त „€ के लिए (AB)"= А"В" होगा। 
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निम्नलिखित प्रश्नों में सही उत्तर चुनिए: 


13. 


14. 


15. 


«+ + ° + + ® 


+ 


° + 


° + +. 


а В 
यदि ^ =|, _&| इस प्रकार है कि ^=], तो 


(А) I+o02+By=0 (B) 1- œ+ Вү= 0 

(С) 1-०2 Ву= 0 (Р) 1+ ०2 Ву=0 

यदि एक आव्यूह सममित तथा विषम सममित दोनों ही हे तोः 

(А) А एक विकर्ण आव्यूह है। (В) & एक शून्य आव्यूह हे। 

(С) & एक वर्ग आव्यूह है। (Р) इनमें से कोई नहीं। 

यदि А एक वर्ग आव्यूह इस प्रकार हे कि AA, तो ( + А)? – 7А बराबर हैः 

(A) A (B) I-A (С) І (Р) 3A 
साराश 


आव्यूह, फलनों या संख्याओं का एक आयताकार क्रम-विन्यास हे। 

т पंक्तियों तथा # स्तंभों वाले आव्यूह को т хп कोटि का आव्यूह कहते हैं। 
[а „у एक स्तंभ आव्यूह हे। 

[а,],,, एक पंक्ति आव्यूह हे! 

एक mxn आव्यूह एक वर्ग आव्यूह है, यदि # = 7 है। 

А = [а,],,, एक विकर्ण आव्यूह है, यदि а = 0, जब [=] 

А = [а,],,, एक अदिश आव्यूह है, यदि а = 0, जब #7, ८, = k, (६ एक अचर है), 
जब 1 =7 है। 

A=[a,l,,, 
71 है 
किसी शून्य आव्यूह (या रिक्‍त आव्यूह) के सभी अवयव शून्य होते हैं। 

А = [а= [७,] = B यदि G) ^ तथा В समान कोटि के हैं तथा (1) 7 तथा 7 के समस्त 
संभव मानों के लिए ८, = ७, हो। 

kA = Ма], „= Ха), >. 

– А = (DA 

А-В =А + (1) В 

А+В=В+А 


एक तत्समक आव्यूह है, यदि а = 1 जब і=ј तथा ८, = 0 जब 
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(А +В)+С=А + (В +С), जहाँ А, В तथा €' समान कोटि के आव्यूह हें। 

k(A + В) = КА + КВ, जहाँ А तथा В समान कोटि के आव्यूह हे तथा К एक अचर है। 
(८-- 1) А = КА +1А, जहाँ # तथा । अचर हैं। Е 

यदि А = [८,], , , तथा 8 = [0.],,, ТАВ = € = [с,],,„ जहाँ са = ) ६ 0, है। 
0) ABC) = (АВ)С, (ii) A(B+C)=AB+AC, (iii) (A+B)CTAC + BC 
यदि 4 = [१1 ,, ЧА” या ^? = [а], , 

(0) (AY =A (ii) (kAY=kA’ (iii) (A+BY=A +B’ (iv) (AB) = B'A’ 
यदि 4” ५ हे तो 4 एक सममित आव्यूह है। 

यदि ^” = _4 है तो А एक विषम सममित आव्यूह है। 


किसी वर्ग आव्यूह को एक सममित और एक विषम सममित आव्यूहों के योगफल के रूप 
में निरूपित किया जा सकता है। 


आव्यूहों पर प्रारंभिक संक्रियाएँ निम्नलिखित हैं: 
ORS R, Се С, 
i) Е Ок ле 
(ш) К— К+ kR, या С> kC, 
यदि AIN 3 दो वर्ग आव्यूह हैं, इस प्रकार АВ = ВА - 1, तो आव्यूह А का व्युत्क्रम 
आव्यूह В है, जिसे А-! द्वारा निरूपित करते हैं और आव्यूह В का व्यूत्क्रम 4 हे। 
वर्ग आव्यूह का व्युत्क्रम आव्यूह, यदि उसका अस्तित्व है, अद्वितीय होता हे। 


пхр 
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